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KLEINE MITTEILUNGEN 
Die Verschiebungsellipsoide elastischer 

Kbrper - Koniugierte Ellipsoide - Die er- 
zeugenden vektoriellen Dyaden. - AUS 
dem Ges,etze von I3 e t t i ('rheorie der Formande- 
rungsapbeit) 1aWt sich eine bemerkenswerte Eigen- 
schaft des elastischen isotropen Korpers ableiten, 
welche ihren Ausdruck in zwei unten angegebenen 
81tzen findet. 

Der ZweckmaBigkeit und Ubersichtlichkeit hal- 
bmer wird im nac'hstehenden di'e vektorielle Symbo- 
lik benutzt. Auller der bequeme'n und zeiterspa- 
renden Formulierung lmuB man auch anerkennen, 
daB die Vektoranalysis itlas geei'gnetste Mittcl 
fiir die s t e r e o s k o p i s c h e Darstellung der 
Elastizitatstbeorie bildet. Im iibrigen IaBt sich 
j'ede vektorielle Gleichung in dreidimensionigem 
Koordinatensystem durch drei skalare Gleichun- 
gcn auf einfache Weise ausdrucken I) .  

Im folgenden weiTden die vektoriellcn GriiClcn 
niit deutsehen und die .sk:*lanen mit lateinischen 
lluchstaben gelkennzeichnet. 

Das Gesetz Ton Betti liefert Nbekanntlich: 

nobei S,, den Weg irgendeiner Belastung !J3,n 
dapstellt fur den Fall, daW auk einen elastischen 
isotropen Korper nur die Belastung Qn wirkt, 
wahrend 8,, den Weg irwendeiner Belaaturig !@,L 
infolge ausschlieejlicher Jbirkung der Helastiung 
9, bezeichnet. 

Man betrachte drei nichtkomplanare Krafte 
U1, U B ,  Us von der Intensitat ,,eins" und von be- 
liebiger Richtung im Punkte m des Korpers wir- 
kend, welche die entsprechenden Verschiebungcn 
b,, bZ, b3 in irgendeinem anderen Punkte n tlrh 
K i q e r s  hervorrufen; fernm sei % eine beliebig 
grrichtete Einheitskraft im Punkte n und gesncht 
w i d  die der Kraf t  8 entsprcchentle Vrrscliie- 
bung u des Punktes rn. 

Dulch Kombination der Belastung % rnit jerlcr 
der Belastnngen U ,  U2. U t  und dnrch dreimslige 
Anwendung der G1. (1) erhalten wir: 

U,U =8 bi = %  b2 U,U = %  b3 . (2). 

Es ist selbstver~tandlich, dnEi das Symbol 2 der 
GI. (1) sich nur auf ein Produkt drr Form '$3 fur 
jedes Glied der G1. (2) erstreckt. 

Da nun aber U,. Up.  Us Einheitsvelrtoren sind, 
so bilden die linken Crlieder der GI. (2) und die, 
ihnen gleiche, rechtr Glieder die Projektioncn des 
Vpktors it auf die Richtungen U1, U z r  U,. 

Somit z ) :  

u = U l . b l ~ + U ~ . ~ l ~ % + ~ ~ . b 3 % .  . (3). 

In dieser Gleichung sincl U1, U2, Uz, PI, b2, bJ 
gegebene Vektoren, u und % zwei beliebqe, doch 
voneinander abhangige Vektoren. 

IJnter der Voraussetzung, dall U,, Us, Us, wie 
auch b,, bz, b3 nichtkomplanare Vektoren sind, so 
bildct die GI. (3) eine h o m o g  e n  e 1 i n  e a r  e 
7 e I< t o r f u n  k t i o n  und speziell eine k o m - 
p 1 e t t e D y a d e (D y a d e n t r i p e 1 7): 

Lt = (U, ; b, + U, ; b, f Us ; b,) = @ 8 . . (4). 

In der GI. (4) ist der veranderliche Vektor % 
ein Einheitsvektor; deshalb folgt aus den bekann- 
ten Eigenschaften der Dyntleri: 

1. Wenn der Vektor 23 aIIe moglichen Richtun- 
gcn um den Punkt  12 nimmt, bewegt sich die 
Spitze der Verschiebung u des Punkteb m auf die 
Flache eines Ellipsoides. 

2 Das rechtwinklige System der drei Haupt- 
halbachsen dieses Ellipsoides entspricht drei be- 
stimmten, rechbwinklig aufeinan'der stehenden 
Richtungen des Vektors %. 

Wenn wir mit a, '6, c die Haupthalbachse tle:, 
Ellipsoides und mit i, j ,  f die entspreclienden 
Werte von % bezeichnen, so konnen wir die Dy- 
ade (4) in die N o  r r n a l f  o r m  bringen: 

wobei sowohl die Antezedenten a, b, C, als aucli 
die Konseyuenten i, i, I, je ein orthogonalcs 
Tripel bilden. Was schlielllich die IJmwandlung 
drr  Uyade (4) in die Normalform ( 5 )  anbetrifft, 
so verweieen wir auf die in der FuBnote 2, er- 
wahnten Werke. 

Ans obigem geht hervor: 

Erster Satz: W i r k t  i n  e i n e m  b e s t i m m -  
t e n  P u n k t e  e i n e s  r n h e n d e n  c l a s t i -  
s c h e n  i s o t r o p e n  K o r p e r s  n a c h  a l l e n  
n i o g l i c h e n  R i c h t u n g e n  e i n e  d e m  A b -  
s o l u t b e t r a g  n a e h  l i o n s t a n t e  K r a f t ,  
h o  d a l l  s i c h  i h r e  V e k t o r s p i t z e  a u f  
e i n e r  K u g e l f l a c h e  b e - e g t ,  s o  b e w e g t  
s i c h  i e d e r  P u n k t  d e s  K G r p e r s  a u f  
cder F l a c l i e  e i n e s  E l l i p s o i d e s  (des 
Verschiebungsellipsoides), M i t t e 1 - 
~ i u n k t  m i t  d e r  u r s p r i i n g l i c h e n  1 , a g e  
i e d e s  P u n k t e s  z u s s m m e n f i ~ l l t .  D i e  
V e r s c h i e b u n x  d e s  b e l i r b i g e n  P u n k -  
t e s  e r g i b t  s i c h  a l s  F u n k t i o n  d e r  
K r a f t r i c h t u n g  Y3 a u s  e i n e r  k o m p l e t -  
t e n D y n d e (der Verschiebungs- erzeugender 
Dyade), d i e  s i c h  i n  d e r  N o r m a l f o r m :  

u = (a : i + '6 ; i + c ; t) 3 = r f ,  % 

d e s s e n 

s c h r e i h e n  I a B t .  

D i e  A n t e z e d e n t e n  II, b, c b i l d e n  ( la3  
o r t h o g o n n l e  T r i p e l  d e r  H a u p t h a l b -  

1)  Bcziiglich der benntztcn Forinelii dcr  Vekt,oi,rri.hiiiiiig 
verweiseii wir aiif: E. R n d d e :  Tensoren und D,sadeii, 
13raiinschweig 1914: 6. Rii ri g e :  C:ekt,or;inalysis, lJ(~i1izig1Wi; 
S. V n l r r i  t i n e r :  Vektornnalysis, Bcrliii 1W:i (Sniiimliing 
GBschen). 

2) I t ,  . b l  'D hildet deri Vektor, dcr sich diirch Miilti- 
plikation des Vektors ItI rn i t  dein skalareii Produkte u 1  '23 
der Vektoren UI urid '23 erpibt. 

s) Nach G1. (4)  wird in  einciri bcliehigcn Konrdinnten- 
smterne dry Betrag jeder Achseiikoi~rl)oiieiiteii des Vcktovs it 
eine lineare Fimktiori der Achberik~iiri~i~incrit~!iihetrBge drs 
Vcktors W. Wernl wir ein Be;rii&vsyslein w#hlen, (lessen 
Achsen ( I ) ,  (2) i m l  (4) iriit den Jtichtniigen u,. h, 11.3 zii- 
sainmenfallnn und wcriii w i t  die algebrtiischeri Werte der  
Achscnkoiiiponeiiteti der Vekto1.e 111, 112, it . . . . init: 
Ul(l), u1(2), U1(3), U2tl), Un(?), U2(Y), ~ ( 1 1 ,  u(2), ~ ( 3 1  uyw. 
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a c 11 s e V e r s c h i e b u n g s e 11 i p s o i - 
t l e s  u n d  d i e  K o n s e q u e n t e n  i, j, f e i n  
e b e n s o  o r t h o g o n a l e s  T r i p e 1  d e r  d i e s -  
(> n t s p r e  c 11 e n  d e n  K r  af t r i c h t u n g. 

Wenn die Verschiebungsdyade eine komplanare 
Dy:tde ist, wenn sie sich namlich auf zwei (flie- 
tier reduzieren laWt: 

d e s 

u = ( a ; i + b ; ~ ) B = @ B  . . . . (61, 

10 bewegt sich der Punkt auf einer Ellipse mit 
den Halbachsen a und 6. 

Wenn die Verschiebungsdyade eine kollineare 
Djnade ist, also mit nur einem Glied: 

11 = (a ; I) '25 = (1, '25 . . . . . . . (7), 

$0 bewegt sich der Punkt auf einer Geraden von 
tier (2esmitlange 2 a. 

Wenn endlich die Dyade @ = 0 ist, so bleibt der 
Punkt fest. 

Der erste Fall unifafit den ebenen Formlnde- 
rungszustand. 

Die Verscliiebung u des Punktes m, welche die 
i m  l'unkte n wirkeride Einheitskraft % hervorrutt, 
wurde bereits durch die Gl. (4) oder ( 5 )  an- 
g ege ben. 

Die Verscliiebung b des Punktes n infolge einer 
Einheitskraft U auk ,dem Yunhte m wirkend, kann 
man auf glricher Weise ermitteln. Werden die 
Verschiebungen ul, uz, u3 des Punktes m, welcfie 
ilen diei beliebigen Werten B1, ?&, der Ein- 
heitskraft '25 entspreclicn, als gegeben betraclitet, 
so folgt auf Grund der Forigen Rechnung und 
narh GI. (4): 

b = ( B , ; u l + % a ; u a + B 3 ; u , ) U  . . (8). 

Sol1 nun jede der Verschiebungen ltl, 1t2, u3 tlic 
GI.  (;i) erfullen, es muW sein: 

11, = (a ; I + b ; 1 + c ; I) %, 

~ , = ( a ; i + b ; i + c ; f ) 8 ~  
i t 3  = (a ; i  + b ; I  + c ;f)B3 

Fiihren wir diese Werte in die G1. (8) ein, SO 

b =  l % , ; ( a ; i + b ; i + c ; P ) B i  
+ '252 ; (a ; i +  6 ; i  + c  ; f )  B2 
+ '25$ ;(a ; i +  b ; i + c  ; f )  B31.U 

(dialten wir: 

Da sber B,, B,, !& Einheitsvektoren, so sintl 
mli ,  B2i, a 3 i  die Projektionen des Vektors i auf 
den Richtungen sL, %?, '25,; also: 

%, i .Bi + Bs,i.B2,+ '25, i .B3 = i  ; 

ahnlich fur i und f ;  ,dann ergibt sich schliel3lich: 

oder, da das rechte Glied der letzten Glcichung 
eine komplette Dyade bildet: 

(11) ist die reziproke Dyade der Dyade (5). 
Dyade (11) llWt sich in die Normalform (d. h. mit 
Einheitsvektoren als Konsequenten) bringen, in- 
dem man entsprechend durch die Absolutbetrlge 
der Vektoren a, b und c die Antezedenteri multi- 
pliziert und die Konseqaenten dividiert: 

So wird die Dgade (11) in die Normalform: 

b = (a, ; i, + 6, ; io f c, ; f,) U . . . (13) 

gebracht, wenn: 

a ,=a i  6,=bi  c,=cf I 

Aus obigetm und besonders aus GI. (11) und (14) 
folgt der: 

Zweiter Satz W e n n i n e i n e m e 1 a s t i - 
s c h e n  i s o t r o p e n  K i i r p e r  E,,, d a s  V e r -  
s c h i e b u n g s e l l i p  s o i d  ( n a c h  d e n 1  
e r s t e n  S a t z e )  d e s  P u n k t e s  m, i n f o l g e  
e n t s p r e c h e n d  e i n e r  i m  P u n k t e  n 
w i r k e n d e r  K r a f t  v o n  k o n s t a n t e r  
G r o W e  u n d  v e r a n d e r l i c h e r  R i c h t u n g  
11 n d En V e r s c h i e b u n g s e 11 i p s o i ti 
d e s  P u n k t e s  n, i n f o l g e  e n t s p r e c h e n d  
d e r  g l e i c h e n  W i r k u n g  d e r s e l b e n  
K r a f t  i m  P u n k t e  m, s o  s i n d  b e i d e  
E l l i p s o i d e  e i n a n d e r  g l e i c h  u n d  s o  
g e g e n  e i n a n d e r  g e l e g e n ,  daW d i e  
H a u p t a c h s e n  j e d e s  E l l i p s o i d e s  n a c h  
G r o W e  mund B i e h t u n g  d i e  V e r s c h i e -  
b u n g e n  d a r s t e l l e n ,  w e l c h e  d e n  d u r c h  
d i e  H a u p t a c h s e n  d e s  a n d e r e n  E l l i p -  
s o i d  e s K r  a f t r i c h t u n - 
g e 11 e n t s p r e c h e n. (Konjugierte Ellipsoiden.) 

D i e s  e V e  r s c h i e b  u n  g s e 1 1  i p s  o i d  e n  
e r g e b e n  s i c h  a u s  d e n  r e z i p r o k e n  
D y a d e n :  

d a s 

a n  g e g e b e n e n 

d. h. , d i e  e r z e u g e n d e n  D y a d e n  v o n  
z w e i  k o n j u g i e r t e n  V e r s c h i e b u n g s -  
e l l i p s o i d e n  s i n d  r e z i p r o k e  D y a d e n .  

I92 A. R o u s s o p o u 1 o s , Athen. 

8 )  neii e is te i i  Sa lz  kann mnii anch  ails dcin Super- 
posjtionssatzo d i w k t  ahlritrii, PS ist icdoch z\\-cc*kmiilligc:r, 
tioidc Siitze ails dem B e t  t i schen Geaetze ail crhnlleii .  


