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KLEINE MITTEILUNGEN

DieVerschiebungsellipsoide elastischer
Kérper — Konjugierte Ellipsoide — Die er-
zeugenden vektoriellen Dyaden. — Aus
dem Gesetze von Betti (Theorie der Forminde-
rungsarbeit) 146t sich eine bemerkenswerte Eigen-
schaft des elastischen isotropen Korpers ableiten,
welche ihren Ausdruck in zwei unten angegebenen
Sidtzen findet.

Der ZweckmiBigkeit und Ubersichtlichkeit hal-
ber wird im nachstehenden die vektorielle Symbo-
lik benutzt. Aufler der bequemen und zeiterspa-
renden Formulisrung wmufl man auch anerkennen,
daB die Vektoranalysis das geeignetste Mittel
fiir die stereoskopische Darstellung der
Elastizitdtstheorie bildet. Im d{ibrigen 146t sich
jede vektorielle Gleichung in dreidimensionigem
Koordinatensystem durch drei skalare Gleichun-
gen auf einfache Weise ausdriicken ).

Im folgenden werden die vektoriellen Grofien
mit deutschen und die skalaren mit lateinischen
Buchstaben gekennzeichnet.

Das Gesetz von Betti liefert bekanntlich:
ZEB)n ?’mnzzg’ﬁn Sum + o+ . (1\7

wobei 8,,, den Weg irgendeiner Belastung 9B,
darstellt fiir den Fall, daB auf einen elastischen
isotropen Korper nur die Belastung P, wirkt,
wihrend 8,,, den Weg irgendeiner Belastung B,
infolge ausschlieflicher Wirkung der Belastung
B, bezeichnet.

Man Dbetrachte drei nichtkomplanare Krifte
u,, U,, U; von der Intensitiit ,eins* und von be-
liebiger Richtung im Punkte m des Korpers wir-
kend, welche die entsprechenden Verschiebungen
b;, Dy, b3 in irgendeinem anderen Punkte n des
Korpers hervorrufen; ferner sei LB eine beliebig
gerichtete Einheitskraft im Punkte » und gesucht
wird die der Kraft B entsprechende Verschie-
bung u des Punktes m.

Durch Kombination der Belastung B mit jeder
der Belastungen 1;, 1,, U; und durch dreimalige
Anwendung der Gl. (1) erhalten wir:

Nu=Bp, UWu=By, Wu=Vy, . (.

Es ist selbstverstindlich, daB das Symbol 3 der
Gl (1) sich nur auf ein Produkt der Form P& fir
jedes Glied der Gl. (2) erstreckt.

Da nun aber U, U,. U; Einheitsvektoren sind,
g0 bilden die linken Glieder der Gl (2) und die,
thnen gleiche, rechte Glieder die Projektioncn des
Vektors u auf die Richtungen U,, U,, Us.

Somit 2):

u=U-0, VU, B+U0,B. . (3).

In dieser Gleichung sind U, U,, Wy by, by, 0y
gegebene Vektoren, u und B zwei beliebige, doch
voneinander abhiingige Vektoren.

1) Beziiglich der benutzten Formeln der Vektorrechnung
verweisen wir auf: E. Budde: Tensoren und Dyaden,
Braunschweig 1914; C. Runge: Vektoranalysis, Leipzig 1926
S. Valentiner: Vektoranalysis, Berlin 1923 (Sammlung
Goschen).

2) ity -1 B bildet den Vektor, der sich durch Multi-
plikation des Veklors 113 mit dem skalaren Produkte v, 8
der Vektoren vy und ® ergibt.

3) Nach Gl (4) wird in einem beliebigen Koordinaten-
systeme der Betrag jeder Achsenkomponenten des Vektorsu
eine linecare Funktion der Achsenkomponentenbetriige des
Vektors 8. Wenn wir ein Bezugssystem wihlen, dessen
Achsen (1), (2) und (3) mit den Richtnngen vy, ns, vy zZn-
sammenfallen und wenn wir die algebraischen Werte der
Achsenkomponenten der Vektore 1y, 1o, 1. ... mit:

Uy, U@, U@, Uy, Uy, Uy, M) 4, i usw.

Unter der Voraussetzung, daf W, U,, U, wie
auch Dy, b, 3 nichtkomplanare Vektoren sind, so
bildet die Gl. (3) eine homogene lineare
Vektorfunktion und speziell eine kom-
plette Dyade (Dyadentripel?):

u=U 0, + U0, +U;0)B8=08 . . (4.

In der Gl (4) ist der verdinderliche Vektor B
ein Einheitsvektor; deshalb folgt aus den bekann-
ten Eigenschaften der Dyaden:

1. Wenn der Vektor B alle moglichen Richtun-
en um den Punkt n# nimmt, bewegt sich die
Spitze der Verschiebung u des Punktes m auf die
Flache eines Ellipsoides.

2. Das rechtwinklige System der drei Haupt-
halbachsen dieses Ellipsoides entspricht drei be-
stimmten, rechtwinklig aufeinander stehenden
Richtungen des Vektors 0.

Wenn wir mit a, b, ¢ die Haupthalbachse des
Ellipsoides und mit i, j, f die entsprechenden
Werte von 8 bezeichnen, so kénnen wir die Dy-
ade (4) in die Normalform bringen:

‘i:(a;i+5;i+C;f)%:@% G

wobei sowohl die Antezedenten a, b, ¢, als auch
die Konsequenten i, {, f, je ein orthogonales
Tripel bilden. Was schlieBlich die Umwandlung
der Dyade (4) in die Normalform (5) anbetrifft,
so verweisen wir auf die in der FulBlnote?) er-
wihnten Werke.

Aus obigem geht hervor:

Erster Satz: Wirkt
ten Punkte eines

in einem bestimm-
ruhenden elasti-

.schen isotropen Kérpers nach allen

moglichen Richtungen eine dem Ab-
solutbetrag naech konstante Kraft,

so daB sich ihre Vektorspitze auf
einer Kugelfldche bewegt, sobewegt
sich jeder Punkt des Koérpers auf
der Fliche eines Ellipsoides (des
Verschiebungsellipsoides), dessen Mittel-

punkt mit der urspringlichen Lage
jedes Punktes zusammenfidillt. Die
Verschiebung des beliebigen Punk-
tes ergibt sich als Funktion der
Kraftrichtung ® aus einer komplet-
ten Dyade (der Verschiebungs- erzeugender
Dyade), die sich in der Normalform:

u=(@:;i1+0;i+c¢;HVB=0Y

schreiben 1d8t.
Die Antezedenten a, b, ¢ bilden das
orthogonale Tripel der Haupthalb-

bezeichnen, so wird:
wM = U0 V) 4 U V@) 4 [y P
WD =3 VA 4 Up® VD L Uy Y@
wS = [J1® VW L U@ 1) [J 3 P |
In der Vektoranalysis wird diese Operation durch die
1. (4) uw=¢ B dargestellt, wobei ¢ das Symbol eincs
Af(inors ist:
D= U 1) Uy Uyt
U2 U gD
U, 9 Up3) Uyt3),

(Siche 8. Valentiner: Vektoranalysis.)
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achse des Verschiebungsellipsoi-
des und die Konseguenten i, §, § ein
ebensoorthogonales Tripelderdies-
entsprechenden Kraftrichtung.

Wenn die Verschiebungsdyade eine komplanare
Dyade ist, wenn sie sich nimlich auf zwei Glie-
der reduzieren liBt: '

H=(@i+b V=B . . . . ®),

s0 bewegt sich der Punkt auf einer Ellipse mit
den Halbachsen a und b.

Wenn die Verschiebungsdyade eine kollineare
Dynade ist, also mit nur einem Glied:

u=(;H =L . . . . . . . (1),

so bewegt sich der Punkt auf einer Geraden von
der Gesamtlinge 2a.

Wenn endlich die Dyade @ = 0 ist, so bleibt der
Punkt fest.

Der erste Fall umfalt den ebenen Forminde-
rungszustand.

Die Verschiebung u des Punktes m, welche die
im Punkte n wirkende Einheitskraft ¥ hervorruft,
wurde bereits durch die Gl (4) oder (5) an-
segeben.

Die Verschiebung b des Punktes n infolge einer
Einheitskraft 0 auf dem Punkte m wirkend, kann
man auf gleicher Weise ermitteln. Werden die
Verschiebungen u,, 1., Uz des Punktes m, welche
den drei beliebigen Werten 8By, L,, By der Ein-
heitskraft B entsprechen, als gegeben betrachtet,
50 folgt auf Grund der vorigen Rechnung und
nach Gl (4):

b=, ;u, +Bosuw+Byu) U . 7. 8)

Soll nun jede der Verschiebungen uy, 1y, 1y dic
Gl. (B) erfillen, es mufl sein:

ul:(a;H—ﬁ;i+c;f>%l]
W=(a;i+0;i4+c¢;HB, 7. . . . 9.
ua=(a;i+b;i+6;fﬂ3sJ

Fithren wir diese Werte in die Gl (8) ein, so
erhalten wir:

B3t 4+b5i4c;HB,
+ Byslasi+b3i+0H B,
+ Yy (a5i+0b5i4c;HB]- U

D=

= (Bi-al +B{-bUSB, t.c WDV,
4B, t-all +B,{-bU+-Bf-c B,
H(Bial + B DU Bt MY,

= &, B, +B,1-B, +B;1-By-all
+(%1I§B1 +§B;'i'%2 +%ai'%3)'bu
+ (BB, F BB, B E-By)-c U

Da aber B,, B,, B, Einheitsvektoren, so sind

B,i, Bai, Byi die Projektionen des Vektors t auf
den Richtungen B, B,, By; also:

Byt B, +B, 1B, 4+ B, 1By, =1

dhnlich fiir { und f; dann ergibt sich schlieBlich:
p=t-all+j-bUuU+t.cll (10),

oder, da das rechte Glied der letzten Gleichung
eine komplette Dyade bildet:

[p=@5atis0FE0u=0,U] . an.

(11) ist die reziproke Dyade der Dyade ().
Dyade (11) 148t sich in die Normalform (d. h. mit
Einheitsvektoren als Konsequenten) bringen, in-
dem man entsprechend durch die Absolutbetrige
der Vektoren a, b und ¢ die Antezedenten multi-
pliziert und die Konseguenten dividiert:

.oa . b ¢
n_(m,Eer;,?Jrcf,?)u (12).
So wird die Dyade (11) in die Normalform:
= (0051 + bosfotcosf) U . (13)

gebracht, wenn:

Gp=2at

iy=

tp=ct
} . (14).

e . __ b o
a =% b=

Aus obigem und besonders aus Gl. (11) und (14)
folgt der:

Zweiter Satz?*): Wenn in einem elasti-
schen isotropen Korper E, das Ver-
schiebungsellipsoid (nach dem
ersten Satze) des Punktes m, infolge
entsprechen: einer im Punkte =n
wirkender XKraft von konstanter
Grofe und verdnderlicher Richtung
und E, das Verschiebungsellipsoid
des Punktes n, infolge entsprechend
der gleichen Wirkung derselben
Kraft im Punkte m, 80 sind beide
Ellipsoide einander gleich und so
gegen einander gelegen, dafl die
Hauptachsen jedes Ellipsoides nach
Groe und Richtung die Verschie-
bungen darstellen, welche den durch
die Hauptachsen des anderen Ellip-
soides angegebenen Kraftrichtun-
gen entsprechen. (Konjugierte Ellipsoiden.)

Diese Verschiebungsellipsoiden
ergeben sich aus den reziproken
Dyaden:

Qnm":(aéf"l’b;Q‘}‘c;b)%n} 15)
.. 5),
Sum=0Fsa-4g;0+b;0 Py

d. h. die erzeugenden Dyaden von
zwel konjugierten Verschiebungs-

ellipsoiden sind reziproke Dyaden.

A. Roussopoulos, Athen. 192

1) Den ersten Satz kann man auch aus dem Super-
positionssatze direkt ableiten, es ist jedoeh zweckmiiBiger,
beide Sitze aus dem Bettischen Gesetze zu cerhalten.



